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第 4 章

条件概率、贝叶斯公式与独立性
教材节选 · 发布版本 2026-07-18

学习目标
本章的目标不是只会把数字代入公式，而是能回答三件事：
1. 已经知道的条件是谁？观察范围因此缩小到哪里？
2. 结果可能由哪些互斥路径产生？每条路径的基准率是多少？
3. 换一个基准率或删去一个前提后，原来的方法是否仍成立？

建议阅读顺序

页码 主题 阅读时自问

2 事件、交集与补集 我是否能说清同一总体里的四种对象？

3 条件概率 竖线右边改变了哪个分母？

4 全概率 观察结果由哪些互斥路径组成？

5 贝叶斯公式 反向条件为什么还要乘基准率？

6 10000 件产品例题 15.4% 的分子和分母分别是谁？

7 独立与互斥 不能同时发生是否等于互不影响？

8 练习与自检 我能否在新情境中先判断再计算？

材料说明
教材中的产品、设备与数据均为教学用虚构设定。请把例题当作概率模型，不对应任何真实厂商或产
品质量结论。
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4.1 先统一事件语言
概率问题中的字母不是公式装饰，而是把自然语言拆成可检查的事件。若事件定义含糊，后面的条件方向、
交集与分母都会跟着出错。

一、事件、交集与补集

记号 在质检例中的含义 检查方法

D 随机抽到的产品确有缺陷 对象状态，只能是缺陷或合格

非 D 产品合格 D 的补事件

+ 设备发出疑似缺陷报警 设备观察结果

- 设备不报警 + 的补事件

D∩+ 产品有缺陷且设备报警 两件事同时发生，即真报警

非 D∩+ 产品合格但设备报警 误报警

二、把总体拆成四格

真实状态 / 设备结果 报警 + 不报警 - 合计

缺陷 D D∩+ D∩- D

合格 非 D 非 D∩+ 非 D∩- 非 D

合计 + - 全部产品

先记住这件事
同一个“报警”结果包含两类对象：真报警 D∩+ 与误报 非 D∩+。当题目问“报警后真实有缺陷”时，分
母必须覆盖这两类报警对象。

三、最小前置自检
• “产品有缺陷”和“设备报警”能同时发生，因此不是互斥事件。

• D 与非 D 互斥且完备：每件产品必须且只能落在其中一类。

• + 与 - 也互斥且完备。

• 要把不同百分数相加，必须确认它们已经换到同一个总体或同一个分母。
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4.2 条件概率：先缩小范围，再数目标
条件概率回答的是：在某件事已经发生的范围里，另一件事所占的比例。竖线右边不是补充说明，而是新
的观察范围。

定义

P(A|B) = P(A∩B) / P(B)，要求 P(B) > 0。

竖线阅读法
读法：已知 B 已经发生，问 A 的概率。
操作：先把全部对象缩小到 B，再在 B 里面数同时属于 A 的对象。
分母：全部 B。分子：A 与 B 同时发生。

方向对照

问题 概率符号 分母是谁 回答什么

缺陷品被设备报警的比例 P(+|D) 全部缺陷品 检出率

设备报警后确有缺陷的比例 P(D|+) 全部报警品 后验概率

合格品被设备报警的比例 P(+|非 D) 全部合格品 误报率

未报警产品中合格品的比例 P(非 D|-) 全部未报警品 阴性后的判断

常见误区
P(+|D) 与 P(D|+) 不是同一句话换语序。交换竖线两边会同时改变分母和问题。除非有额外条件，两
者通常不相等。

小例：选课
某班 50 人，40 人选修 Python，其中 16 人同时选修统计学。已知一名学生选修 Python，他也选统计学的
概率是 16/40=40%。这里的分母不是全班 50 人，因为条件已经把范围缩小到 40 名 Python 学生。

自问
• 看到“在……中”“已知……”“……以后”时，我能否先圈出条件群体？

• 如果把竖线两侧交换，我能否说出分母发生了什么变化？
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4.3 乘法与全概率：结果来自哪些路径
从条件概率定义移项，可以得到乘法公式：

P(A∩B) = P(A|B)P(B)

在质检题中，设备报警可能来自两条路径：产品有缺陷且被检出，或产品合格但被误报。两条路径互斥，
并覆盖全部报警。

报警的全概率

P(+) = P(+|D)P(D) + P(+|非 D)P(非 D)

路径 起始比例 路径内报警比例 在全部产品中的占比

D -> + P(D) P(+|D) P(+|D)P(D)

非 D -> + P(非 D) P(+|非 D) P(+|非 D)P(非 D)

为什么不能直接把两个条件概率相加
`P(+|D)` 以缺陷品为分母，`P(+|非 D)` 以合格品为分母。只有先乘各自基准率，把两条路径都换成“在全部
产品中的占比”，才能相加。

分母警报
检查法：如果两个百分数后面的“每 100 个谁”不同，就先不要相加。先写出各自分母，再换到同一总
体。

完备路径的要求
• 路径彼此不能重叠，否则会重复计算。

• 路径合起来必须覆盖要计算的全部结果，否则会漏项。

• 每条路径的条件概率必须与该路径的起始群体对应。

反例
若把报警只写成“缺陷且报警”，就漏掉了合格品误报；若把“缺陷且报警”与“所有报警”相加，又会把真报警
重复计算。
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4.4 贝叶斯公式：看到结果后反推原因
贝叶斯公式用于把原因到结果的条件概率，结合原因的基准率，转换为看到结果后原因成立的概率。

一般形式

P(A|B) = P(B|A)P(A) / P(B)
若 A 与非 A 构成完备划分：
P(A|B) = P(B|A)P(A) / [P(B|A)P(A) + P(B|非 A)P(非 A)]

质检形式

P(D|+) = P(+|D)P(D) / [P(+|D)P(D) + P(+|非 D)P(非 D)]

量 本题含义 是否可省略

P(D) 产品缺陷率，即基准率 不可省略

P(+|D) 缺陷品被检出的比例 不可省略

P(+|非 D) 合格品被误报的比例 不可省略

P(D|+) 报警后真实有缺陷的比例 这是要求的结果

为什么基准率重要
假设设备参数完全不变。如果缺陷极少，合格品数量会远大于缺陷品；一个不高的误报率乘上巨大合格品
基数，也可能产生很多误报。反之，缺陷率升高时，真报警在全部报警中的比例会上升。

信息不足时要停下
缺少 P(D) 时，通常不能只凭检出率和误报率求出 P(D|+)。不要默认基准率是 50%，也不要把检出率
直接当成后验概率。

两个不同问题
• 设备能力问题：真实缺陷品中，设备能抓到多少？看 P(+|D)。

• 报警解释问题：所有报警品中，真实缺陷有多少？看 P(D|+)。
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4.5 例题：为什么答案不是 90%
某工厂一批产品中有 1% 的产品存在缺陷。设备对缺陷品的检出率为 90%，对合格品的误报率为 5%。随
机抽取一件产品，设备报警。求产品真实有缺陷的概率。

第一步：选一个便于计数的总体
取 10000 件产品。用 100 件会出现 0.9 件，不便于直观计数。

第二步：按基准率拆总体
• 缺陷品：10000×1%=100 件。

• 合格品：10000×99%=9900 件。

第三步：在各自群体内使用检出率和误报率
• 缺陷品报警：100×90%=90 件；不报警 10 件。

• 合格品误报：9900×5%=495 件；不报警 9405 件。

真实状态 / 设备结果 报警 + 不报警 - 合计

缺陷 D 90 10 100

合格 非 D 495 9405 9900

合计 585 9415 10000

第四步：在全部报警品中数真实缺陷

P(D|+) = 90 / (90+495) = 90/585 ≈ 15.38%

解释结果
15.38% 不表示设备只能抓住 15.38% 的缺陷品。设备仍抓住了 100 件缺陷品中的 90 件。后验较低
，是因为 9900 件合格品产生了 495 次误报。

单变量检查

只改变一项 真报警 误报 报警后真缺陷

缺陷率改为 10% 900 450 900/1350=66.67%

误报率降为 2% 90 198 90/288=31.25%
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4.6 独立与互斥：两个不同维度
“互斥”和“独立”在日常语言里都容易被说成“互不相关”，但它们回答的问题不同。

关系 回答的问题 判断式 关键词

互斥 能不能同时发生？ P(A∩B)=0 共同部分为空

独立
知道一个发生会不会改变另一个
概率？

P(A|B)=P(A) 或 P(A∩B)=P(A)P(B) 概率不被改变

例 1：正概率互斥事件通常不独立
一次掷骰子，A=点数为 1，B=点数为 6。A 与 B 互斥。原本 P(B)=1/6；若已知 A 发生，则 P(B|A)=0。条
件改变了 B 的概率，所以不独立。

例 2：独立事件可以同时发生
掷两枚公平硬币，A=第一枚正面，B=第二枚正面。P(A)=1/2，P(A|B)=1/2，因此独立。两枚都为正面时 A、
B 同时发生，所以它们不互斥。

例 3：可同时发生也可能不独立
一次掷骰子，A=偶数，B=点数大于 3。它们能同时发生（4、6），因此不互斥；但 P(A)=1/2，
P(A|B)=2/3，因此也不独立。

两步判断法
先问“能否同时发生”判断互斥；再问“条件概率是否改变”判断独立。不要只凭‘看起来互不影响’下结论。

边界提醒
• 条件概率定义要求条件事件概率大于 0。

• 当 A、B 中有零概率事件时，独立与条件概率的表述需要按课程定义谨慎处理。

• 本章练习默认有限离散情形，后续连续型情形会使用密度与条件分布。
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4.7 章末练习与自检

闭卷规则
先独立作答，再核对教材与教师反馈。不要一边做题一边看例题 4-5 的人数表。

A. 条件方向
1. 垃圾邮件过滤器能拦下 96% 的垃圾邮件。用概率符号表示这句话，并写出分母群体。

2. 已知一封邮件被系统拦截，求它实际是垃圾邮件的概率。写出符号，并说明它与第 1 题是否相同。

B. 人数表与基准率
3. 5000 笔交易中有 2% 是欺诈交易。模型能识别 85% 的欺诈交易，并把 3% 的正常交易误报为欺诈。列四

格人数表，求报警后为欺诈的概率。

4. 保持模型参数不变，只把欺诈率从 2% 改为 8%。先预测报警后为欺诈的概率会上升、下降还是不变，再
计算。

5. 若第 3 题不提供欺诈率，只给识别率和误报率，能否求出唯一后验概率？说明理由。

C. 独立与互斥
6. 一次抽牌中，A=抽到红桃，B=抽到黑色。判断是否互斥、是否独立，并写出判断依据。

7. 有放回地连续抽两次牌，C=第一次红桃，D=第二次红桃。判断是否互斥、是否独立，并说明“有放回”为什
么重要。

D. 解释
8. 不超过 80 字解释：为什么一个检出率很高的系统，报警后真的命中比例仍可能不高？

自检清单
• 我先写清已知条件和目标事件，再写符号。

• 我能指出每个百分数的分母，不直接相加不同分母的比例。

• 我会检查基准率是否出现并进入计算。

• 信息不足时，我能停下来说明缺什么。

• 我用概率关系判断独立与互斥，不只写日常语言。

本节选结束。课程结论以本文件版本 2026-07-18 为准；若后续勘误与本文件冲突，以课程平台最新正式勘误为准。


